
��������� �	�
���
���������������������������
�����! "� #	#	����#�$�����%!�&���('*),+,-
.0/ +*-21	3
465879):1	-:;=<>):1&/�?�@BAC4:DE1&/ 1	321GFIH�.KJL46)
M N6DO/ D

PQ.SR*FETVUW.!T�.S;*.ITX4,):1�TX-,)
Y=/�M�TC78TCZ[T \];*Y*;=.
^G_:`XaEbdc*e fQg�h6g2`Vija&k	lnm
`Cg&oIm,g�c*e m,g
p=q&rdsdt6u	vOw2xzy�{	v|vOw	y�vOy
}O~E�,t:u	vOw2xGy�{	vLv	�	�	u	�

�:�!�E�&��� ���E�������E� �����d�0� �S�I�j���d�!���&�E�
·

�����O�I���������d�!�����E�
· ·

· ·

�|���j�, , ,¡B¢�£¥¤�¦§�
¨L©	ª� 
«���¬* :¨®­°¯
���6¢�£¥±²¢0 6³´¢0�6¬8µ� 6£²©� 6£Q¯
�	¶·µ���£B¨! 6�� 6£��, 

�|���
¨	¸�¹9�*¸Bº»¢�©���¼0¡½º¾£�¿¥±

«�¯
£�¿Q¯
�	¶�À[Á�ÂBÀ�Ã�ÁBÄ�Ä

Å�ÆEÇÉÈSÊOË	ÌnÍÉÇ0ÇÉÍ�ÎdÏ�ÌÑÐdÍÉÒVÍnÓ
�6�!�E���E� ���E�I�Q���E� ���I�X�0� �V���j���d�!���&���
�"���O�!�&�E�z���X�!�����E�

Å�Æ�ÇÉÈ�Ê&Ë�ÌnÍÉÇ0ÇnÍzÎdÅ
Ê�Ô	Í�È�ÍÖÕ�×ÑØ�× Ó
�6�!���&�E� �������K����� �����X�0� �V�I�²���X�!�����E�
Ù���Ú Û���Ü&Ú �SÝn�S�0�dÞ&ß!�[�!�
�"���	�!�&�Eà����d�!���&�E�

Ï²ÍÉÇIÕ	á0â6ÍÉÌÑÊ&Ë�ÌnÍÉÇ0ÇnÍ
ã>� Ú Ú ���d�nä�Þ&å
æ:�IÚ Ú �!���E���I�*ã|�!ç����Qè��!é
���d�!���&�E�

ê°ë¥ì®í�ë�î

ï¾ëQð�ë�ñ|íEò�ðôó¥õ®ö�÷·íEò
C(X)

ø ¶
ù�¢0�,��¼Ñ¯� ú¹û¯
£� 6©

ü"ª� >¯
¿¥©	ª����W�,��£�¦	¢0¡¥ 6��¦G©	ª� ®¹ý ,¡¥ 6±²¢�£�¡��6¿¥©�¦�¢�£�©	ª� �¦	þQ¯��, 
C(X)

�
¨Q¯
¼�¼²�,��£�©	¢�£²¿���¿�¦W�� *¯
¼Sÿ���¯
¼�¿� ,¡�¨É¿¥£��6©���£�¦
��£ ¯ �,��� þ¥¼0 6©� 6¼�¶¾�� 6¤�¿¥¼Ñ¯
�ú©���þ[��¼0��¤�¢0�*¯
¼�¦	þQ¯��, 

X
¯
£�¡¾��ªQ¯
��¯��6©� 6�	¢�¬* ,¦�©	ª� �� ¯�¦��ý¯
¿�¦�¡¥����� �,��£²©	¢�£�¿���¿�¦

¢�£�©� 6�	��¯
¼Sÿ���¯
¼�¿� ,¡�¨!¿¥£��6©	¢0��£�¦*¸
���
�� ¢�£·¯
£·����¡¥ 6�� ,¡·¦� 6© ³´¢�©	ª���¿¥©9 6£�¡BþÖ��¢�£²©�¦§¢0¦9¯ þQ¯
¢����
A,B � �
¨|©E³��]£���£� �� þ¥©�¶½¦	¿ ø ¦� 6©�¦�¦	¿���ª½©	ªQ¯
©

A
�,��¢�£��6¢0¡¥ ,¦�³´¢�©	ª ©	ª� ]¦� 6©��
¨ ¯
¼�¼®¼0�*³� 6� ø ��¿¥£�¡¥¦��
¨

B
¯
£�¡�À

B
�,��¢�£��6¢0¡¥ ,¦�³´¢�©	ª ©	ª� ]¦� 6©��
¨ ¯
¼�¼�¿¥þ¥þ[ 6�

ø ��¿¥£�¡¥¦´�
¨
A
¸��9¦	¢�£¥¤

Au ¯
£�¡
Al ¢�£ ����¡¥ 6�´©�� ¡¥ 6£���©� 9©	ª� û¦� 6©"�
¨L¯
¼�¼[¿¥þ¥þ[ 6� ø ��¿¥£�¡¥¦ ¯
£�¡ ©	ª� ý¦� 6©´�
¨L¯
¼�¼

¼0�*³� 6� ø ��¿¥£�¡¥¦§�
¨
A
À��� ,¦	þÖ ,�6©	¢��� 6¼�¶�À

(A,B)
¢0¦�¯ �6¿¥© ¢S¨

A = Bl ¯
£�¡ Au = B
ª���¼0¡½¦	¢���¿¥¼�©�¯
£� ,��¿�¦�¼�¶�¸ 


¦� 6©
A
¢0¦ �*¯
¼�¼0 ,¡�������������� �"!$#��j¢S¨

A = Aul ¯
£�¡ 
&%'% ����������!$#��j¢S¨
A = Alu ¸


 £�¢�£²©� 6�	��¯
¼SÿI¨!¿¥£��6©	¢0��£
f
��£

X
¯�¦�¦	¢�¤�£�¦W©��9 *¯���ª þ[��¢�£�©

x ∈ X
¯��,��� þQ¯��6©L¢�£�©� 6�	��¯
¼

f(x) = [f(x), f(x)]
¸

(����½�,��£)�� 6£¥¢0 6£��,  ³>  ±� , 6þ ©	ª� °£���©�¯
©	¢0��£
[f, f ]

¨I����¯
£ ¢�£²©� 6�	��¯
¼ú¨É¿¥£��6©	¢0��£
f
¸ 
 ¼0�j�*¯
¼�¼�¶ ø ��¿¥£�¡¥ ,¡

¢�£�©� 6�	��¯
¼Sÿ���¯
¼�¿� ,¡ ¨!¿¥£��6©	¢0��£
f
¢0¦�*�# 
,+.- ���0/ � ��� �21 � 
 � 
,+ ¢S¨��É¢ � ©	ª�  ¨!¿¥£��6©	¢0��£�¦ f

¯
£�¡
f
¯
��  ¼0�=³> 6�8¯
£�¡

¿¥þ¥þ[ 6�8¦� �� ¢0�,��£²©	¢�£�¿���¿�¦*ÀW�� ,¦	þ[ ,�6©	¢��� 6¼�¶�ÀL¯
£�¡3�É¢�¢ � ©	ª�  ¼0�=³> 6� ¼�¢�� ¢�©�¨!¿¥£��6©	¢0��£54 I(f)
�
¨

f
¢0¦

f
¯
£�¡ ©	ª� 

¿¥þ¥þ[ 6�ú¼�¢�� ¢�©ú¨!¿¥£��6©	¢0��£
S(f)

�
¨
f
¢0¦

f
¸�ü"ª� ]¦� 6©��
¨§¯
¼�¼6�9¯
¿�¦�¡¥����� �,��£²©	¢�£�¿���¿�¦�¨!¿¥£��6©	¢0��£�¦���£

X
¢0¦�¯

¹ý ,¡¥ 6±²¢�£�¡ �,��� þ¥¼0 6©�  ¼Ñ¯
©	©	¢0�, �¸ 
 ¨!¿¥£��6©	¢0��£
f : X → R

¢0¦�798�:	� 
 � - � - ��£
X

¢S¨K©	ª� 6��  ¯
�� "©E³��ú�,��£�©	¢�£²¿���¿�¦
¨!¿¥£��6©	¢0��£�¦

g1, g2
¦	¿���ª¾©	ªQ¯
©

g1 ≤ f ≤ g2
¸;(�����¯

C
ÿ ø ��¿¥£�¡¥ ,¡ ¨É¿¥£��6©	¢0��£

f
¡¥ �<�£�  ¨I���ú¯
¼�¼

x ∈ X
©	ª� 

¨!¿¥£��6©	¢0��£�¦

L(f)(x) = sup{g(x) : g ∈ Lf}
¯
£�¡

U(f)(x) = inf{g(x) : g ∈ Uf},
³´ª� 6�� 

Lf = {g ∈ C(X) : g ≤ f}
¯
£�¡

Uf = {g ∈ C(X) : g ≥ f}
¸

=� 6©ý¨!¿¥�	©	ª� 6�ú��£°©	ª�  ©���þÖ��¼0��¤�¢0�*¯
¼®¦	þQ¯��, 
X

ø   �,��� þ¥¼0 6©� 6¼�¶°�� 6¤�¿¥¼Ñ¯
�*¸�ü"ª� 6£¾©	ª� 8¨!��¼�¼0�=³´¢�£¥¤ ¦	©�¯
©� ��  6£�©�¦
¯
�� ûþ¥���>�� ,¡;?
Ä �A@ ¨ f

¢0¦
C
ÿ ø ��¿¥£�¡¥ ,¡�©	ª� 6£

S(f) = U(f)
¯
£�¡

I(f) = L(f)
�!�®����þ�¸ B�¸�Ä � ¸Ã �A@ ¨ f

¢0¦
C
ÿ ø ��¿¥£�¡¥ ,¡½¯
£�¡ £����	�]¯
¼�¿¥þ¥þÖ 6� ¦� �� ¢0�,��£²©	¢�£�¿���¿�¦DCú©	ª� 6£

Uf

¢0¦ ¯
£�¿¥þ¥þ[ 6�´£����	�]¯
¼z¦	¿ ø ¦� 6©"�
¨
C(X)

À�¢�¸d �¸ (
Uf

)lu
= Uf

�!�®����þ�¸ B�¸XÃ � ¸
1 EGF"HJI�KMLONMH�L�PRQTSUL6V>LRW�XMQYI�QYF"XZS;SUL�LOI�KML[N�\"N L]H
2 Q_^ L�^ S(I(f)) = f EGF"H`XZFDH�ab\"c'dZNMN LRHJSUL�aeQYP�F"X&I�QYX&dZF"dZSJ\DX�V,f I(S(f)) = f EGF"H`XZFDH�ab\"c'cYF	g5LRH`SUL�aeQYP�F�X.I�QYX&dZF"dZS f



� � �

� � @ ¨ f
¢0¦

C
ÿ ø ��¿¥£�¡¥ ,¡ ¯
£�¡°£����	�]¯
¼®¼0�*³� 6��¦� �� ¢0�,��£²©	¢�£�¿���¿�¦�©	ª� 6£

Lf

¢0¦�¯
£¾¼0�*³� 6�ú£����	�]¯
¼�¦	¿ ø ¦� 6©ú�
¨
C(X)

À�¢�¸d �¸ (
Lf

)ul
= Lf

�!�®����þ�¸ B�¸XÃ � ¸µ���£,�� 6��¦� 6¼�¶ �!�|����þ�¸ B�¸ B � À�¨!���ú¯ �6¿¥©
(A,B)

¢�£
C(X)

³´¢�©	ª
f = supA

¯
£�¡
f = inf B

©	ª� �¨I��¼�¼0�*³´¢�£¥¤
¦	©�¯
©� ��  6£²©�¦§ª���¼0¡;?
B � Au = Uf , (Uf )l = LS(f) = A

¯
£�¡
f
¢0¦´£����	�]¯
¼�¼0�=³> 6�9¦� �� ¢0�,��£�©	¢�£²¿���¿�¦

Â � Bl = Lf , (Lf )u = UI(f) = B
¯
£�¡

f
¢0¦´£����	�]¯
¼z¿¥þ¥þ[ 6� ¦� �� ¢0�,��£²©	¢�£�¿���¿�¦*¸

ü"ª� ��]¯
¢�£½�� ,¦�¿¥¼�©´¢0¦´£��*³
�����	��
���
������ ¸�üz�ú *¯���ª
�6¿¥©

(A,B)
¢�£

C(X)
¨I����¯û�,��� þ¥¼0 6©� 6¼�¶ �� 6¤�¿¥¼Ñ¯
��¦	þQ¯��, 

X
©	ª� 6�� §�,���	�� ,¦	þÖ��£�¡¥¦

¯
C
ÿ ø ��¿¥£�¡¥ ,¡ �ý¯
¿�¦�¡¥�����
�,��£²©	¢�£�¿���¿�¦�¢�£�©� 6�	��¯
¼Sÿ���¯
¼�¿� ,¡ ¨!¿¥£��6©	¢0��£

[f, f ]
³´¢�©	ª

f = supA
¯
£�¡

f = inf B¯
£�¡ �,��£)�� 6��¦� 6¼�¶�À�©��� *¯���ª
C
ÿ ø ��¿¥£�¡¥ ,¡ �9¯
¿�¦�¡¥����� �,��£²©	¢�£�¿���¿�¦�¢�£�©� 6�	��¯
¼Sÿ���¯
¼�¿� ,¡ ¨É¿¥£��6©	¢0��£

[f, f ]
©	ª� 6�� 

�,���	�� ,¦	þ[��£�¡¥¦�¯8©	ª� ú�6¿¥©
(A,B)

À¥³´ª� 6�� 
A = Lf

¯
£�¡
B = Uf

¸

ü"ª� ��� ,¦	¿¥¼�©�¦>�
¨�©	ª� �þQ¯
þ[ 6�"¯
��  �� 6�	¶ ¢�£�©� 6�� ,¦	©	¢�£¥¤ ¯
£�¡
¿�¦� :¨!¿¥¼�À�¦���©	ª� 6¶
¯
��  ³����	©	ª
¨I����þ¥¿ ø ¼�¢0¦�ª¥¢�£¥¤8¢�£
©	ª� 
�|���j�, , ,¡B¢�£¥¤�¦§�
¨L©	ª� �µ���£B¨I 6�� 6£��, �¸

� ���  û�� ��]¯
�	±B¦&?
Ä�¸Wü"ª� 
���	¢�¤�¢�£Q¯
¼´¹ý ,¡¥ 6±²¢�£�¡ �,��£�¦	©	�	¿��6©	¢0��£ �
¨§©	ª� 
�� *¯
¼0¦ ø ¶¾©	ª�  �  6©	ª��²¡ �
¨§�6¿¥©�¦8¢�£(©	ª� 
��¯
©	¢0��£Q¯
¼0¦8¢0¦
�,��£�©�¯
¢�£� ,¡ ¢�£ ©	ª� ]þQ¯
þÖ 6��� � ©� 6©	¢�¤�±� 6¢�©�¿¥£�¡ @ �	��¯
©	¢0��£Q¯
¼0 ��[¯
ª¥¼0 6£���ÀG³´ª���¦�  ���j��©�¦ú¤�� ø ¯���±¾©�� Ä���Â��·¯
£�¡
³´ª¥¢0��ª �*¯
£ ø  9¨I��¿¥£�¡�¢�£½©	ª�  ø �j��±
��¸�¹ý ,¡¥ 6±j¢�£�¡;?�º ¯�¦ú¦	¢�£�¡ ¿¥£�¡¾³�¯�¦ú¦���¼�¼0 6£��[¯
ª¥¼0 6£� ÿ � ©� 6©	¢�¤�±� 6¢�©ú¿¥£�¡ @ �	��¯
©	¢0��£Q¯
¼0 ��[¯
ª¥¼0 6£�¸"!$#&% ¹9©*¸
!® 6�	¼Ñ¯
¤]¡¥ 6� º ¢0¦�¦*¸'�B¸ 
 ¿�(K¯
¤� �À)%" 6�	¼�¢�£�¸�Ä�*�+-,j¸
ÃB¸ 
 ¨!©� 6�>©	ª� §¨I���	��¿¥¼Ñ¯�¦��IÂ � ¯
£ �.+ � ¢�©"¦	ª���¿¥¼0¡ ø   �  6£�©	¢0��£� ,¡ ©	ªQ¯
©

Vx

¡¥ 6£���©� ,¦"©	ª� 9¦�¦	©��
¨W¯
¼�¼Ö£� 6¢�¤�ª ø ���Oÿ
ª��j�²¡¥¦ �
¨L©	ª� ýþ[��¢�£�©

x
¢�£ ©	ª� ú¦	þQ¯��, 

X
¸

� ¸ (����§�,��� þ¥¼0 6©� 6£� ,¦�¦§¢�©´³���¿¥¼0¡ ø  ý�� *¯�¦���£Q¯ ø ¼0 û©�� �  6£²©	¢0��£ ©	ª�  ø �²��±
%ý¸/�W¸�!|¿¥¼�¢�±²ªJ? @ £�©	���j¡B¿��6©	¢0��£ ©�� ©	ª� ûü"ª� ,���	¶ �
¨|�W¯
�	©	¢Ñ¯
¼�¼�¶10���¡¥ 6�� ,¡ � þQ¯��, ,¦*¸�º ��¼�©� 6��¦OÿEù��j����¡Bª��Z�|À�29���
ÿ
£¥¢�£¥¤� 6£�ÀûÄ�*�+-, � @ £3�§¿�¦�¦	¢Ñ¯
£J? (W¢�¬�¸ ÿ��]¯
©*¸42ý��¦*¸ @ ¬*¡�¸ýÄ�*�+BÄ�À´­·��¦	± ��¯ � À�³´ª¥¢0��ª £���©½��£¥¼�¶»�,��£²©�¯
¢�£�¦�©	ª� 
­ �,ù� 6¢�¼�¼0 �5d¦ �,��£�¦	©	�	¿��6©	¢0��£ ¨I���8©	ª�  ����¡¥ 6�  �� ø  ,¡¥¡B¢�£¥¤ �
¨ý¯
£ þQ¯
�	©	¢Ñ¯
¼�¼�¶ ����¡¥ 6�� ,¡ ¦� 6©8¢�£�©�� ¯·�,��� þ¥¼0 6©� 
¼Ñ¯
©	©	¢0�, 8³´ª¥¢0��ª¾þ¥�� ,¦� 6�	�� ,¦û¯
¼�¼|¦	¿¥þ¥�� ��]¯ ¯
£�¡·¢�£�< �]¯BÀ ø ¿¥©ú¯
¼0¦�� ¯
�,��£�¦	©	�	¿��6©	¢0��£ �
¨�©	ª� 8¹9 ,¡¥ 6±j¢�£�¡°�,��� ÿ
þ¥¼0 6©	¢0��£�¨I���§¯
£ 
 ����ª¥¢��  ,¡B¢Ñ¯
£ �� ,�6©�����¼Ñ¯
©	©	¢0�, û¿�¦	¢�£¥¤]¯ ¦�¢�� ¢�¼Ñ¯
�b�  6©	ª��²¡�¸
B�¸¥�W¸6*BÀKÃB¸ ¼�¢�£� ý¨!����� ø  6¼0�*³úÀ¥©	ª� 6�� ú¦�ª���¿¥¼0¡ ø   ?¥ü"ª� �¡B¢G�[ 6�� 6£��, û¢0¦ ©	ªQ¯
© £��*³ ¢�©´¢0¦ ±²£��=³´£ ©	ªQ¯
©ú¸�¸�¸�¸

­ ¸7��¸Bº   ø  6�


